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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.

R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

[a; b], (a; b) � îòðåçîê, èíòåðâàë ñ êîíöàìè a è b.
|a; b| � ïðîìåæóòîê ñ êîíöàìè a è b (çäåñü ìîæåò ïîäðà-

çóìåâàòüñÿ îòðåçîê, èíòåðâàë èëè îäèí èç ïîëóèíòåðâàëîâ [a; b)
èëè (a; b]).

i⃗, j⃗, k⃗ � åäèíè÷íûå âåêòîðû íàïðàâëÿþùèõ îñåé äåêàðòîâîé

ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz.
∀ � êâàíòîð âñåîáùíîñòè (∀x ∈ A � äëÿ âñåõ x èç ìíîæåñòâà

A; ∀x ∈ R, x ̸= 0, � äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ x, íå ðàâíûõ
íóëþ).

∃ � êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ (∃y ∈ A � ñóùåñòâóåò y, ïðè-
íàäëåæàùåå ìíîæåñòâó A; ∃y, y>1, � íàéäåòñÿ y, áîëüøåå 1).

≡ � ðàâíî ïî îïðåäåëåíèþ (ñèíîíèì
def
=) èëè òîæäåñòâåííî

ðàâíî.

:= � ïîëîæèì ðàâíûì.

=: � îáîçíà÷èì ÷åðåç.

⇒, ⇐ � çíàêè ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ.

⇔ � çíàê ðàâíîñèëüíîñòè.∑
,
∑
k

� ñèãìà, çíàê ñóììèðîâàíèÿ:
n∑

k=1

ak = a1 + a2 + . . .

. . .+ an; k � èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ. Çíà÷åíèå ñóììû íå çàâèñèò

îò òîãî, êàêîé áóêâîé îáîçíà÷àþò èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ:

n∑
k=1

ak =

n∑
j=1

aj =

n∑
s=1

as =

n−1∑
k=0

ak+1.

f : X → Y � ôóíêöèÿ f, çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå X ñî

çíà÷åíèÿìè âî ìíîæåñòâå Y.
áìô � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ.
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| · | � ìîäóëü; |a| =

{
a, a ⩾ 0,

−a, a < 0.

ln(x), lnx � íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì; lnx = loge x.
e � îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà, ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîí-

ñòàíòà, èððàöèîíàëüíîå è òðàíñöåíäåíòíîå ÷èñëî. Ïðèáëèçè-

òåëüíî ðàâíî 2,71828.

äë.AB � äëèíà îòðåçêà AB èëè êðèâîé AB.
ïë.S � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè S èëè ïëîñêîé ôèãóðû S.
îá.T � îáúåì òåëà T.

lim
(x;y)→(x0;y0)

f(x, y), lim
M→M0

f(M), lim
x→x0
y→y0

f(x, y) � äâîéíîé ïðå-

äåë ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.
∂f

∂x
, f ′

x, Dxf � ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f íåñêîëüêèõ

ïåðåìåííûõ ïî ïåðåìåííîé x.
∂f

∂l
(M0) � ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ l â òî÷êå M0.

dF

dx⃗
, F ′(x1, . . ., xn) � ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ F.∫
f(x) dx � íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë (ñîâîêóïíîñòü âñåõ

ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè f(x) íà ðàññìàòðèâàåìîì ÷èñëî-

âîì ïðîìåæóòêå).
b∫

a

f(x) dx � îïðåäåëåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà îò ôóíêöèè f

ïî îòðåçêó [a; b], ãäå ÷èñëî a � íèæíèé, à b � âåðõíèé ïðåäåë

èíòåãðèðîâàíèÿ.∫∫
D

f(x, y) dx dy � äâîéíîé èíòåãðàë (2È) îò ôóíêöèè f ïî

ìíîæåñòâó D ⊂ R2.∫∫∫
T

f(x, y, z) dx dy dz � òðîéíîé èíòåãðàë (3È) îò ôóíêöèè

f ïî ìíîæåñòâó T ⊂ R3.
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∫
AB

f(x, y) ds,

∫
AB

f(x, y, z) ds � êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåð-

âîãî ðîäà (ÊÐÈ-1) îò ôóíêöèè f ïî ïóòè AB.∫
AB

P (x, y) dx,

∫
AB

Q(x, y) dy èëè

∫
AB

R(x, y, z) dz � êðèâîëè-

íåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà (ÊÐÈ-2) îò ôóíêöèè f ïî ïóòè

AB.∮
l

f(x, y) ds èëè

∮
l

P (x, y) dx + Q(x, y) dy � êðèâîëèíåéíûé

èíòåãðàë ïåðâîãî èëè âòîðîãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî ïî çàìêíóòî-

ìó êîíòóðó l.∫∫
S

f(x, y, z) dS � ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

(ÏÎÂÈ-1) îò ôóíêöèè f ïî ïîâåðõíîñòè S.∫∫
S

P (x, y, z) dy dz,

∫∫
S

Q(x, y, z) dx dz,

∫∫
S

R(x, y, z) dx dy �

ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà (ÏÎÂÈ-2) îò ôóíêöèè f
ïî ïîâåðõíîñòè S.

=
[
. . .
]

= � ïðåðûâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé, â

ñêîáêàõ óêàçûâàþòñÿ ëîãè÷åñêèå ïîÿñíåíèÿ, ôîðìóëû èëè ñâîé-

ñòâà, èñïîëüçóåìûå äëÿ äàëüíåéøèõ äåéñòâèé.



ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Â ïîñîáèè ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññè÷åñêèå ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè-

÷åñêîãî àíàëèçà: ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, èõ íåïðåðûâ-

íîñòü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü; êðàòíûå, êðèâîëèíåéíûå è ïîâåðõ-

íîñòíûå èíòåãðàëû.

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïî ñòðóêòóðå ïîñòðîåíî òàê æå, êàê è

ó÷åáíîå ïîñîáèå Àëüñåâè÷ Ë.À., Êðàñîâñêèé Ñ.Ã. ¾Ìàòåìàòè÷å-

ñêèé àíàëèç. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ôóíêöèè, èíòåãðàëû. Ïðàê-

òèêóì¿ (Ìèíñê: Âûøýéøàÿ øêîëà, 2021). Öåëü ïîñîáèÿ � ïî-

ìî÷ü ñòóäåíòàì â îñâîåíèè óêàçàííûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà, à ãëàâíîå � íàó÷èòü èõ èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå çíà-

íèÿ ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ ðàçíîãî òèïà. Íàïðèìåð, íàéòè íàè-

áîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, óñòàíîâèòü ñêîðîñòü

èçìåíåíèÿ ôóíêöèè â çàäàííîì íàïðàâëåíèè è íàïðàâëåíèå íàè-

áîëüøåãî èçìåíåíèÿ ôóíêöèè, âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ

÷åðåç çàäàííóþ ïîâåðõíîñòü, öèðêóëÿöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ è äð.

Â ïîñîáèè äàþòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ, ïðèâîäÿòñÿ òåî-

ðåòè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ, îòìå÷àþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ðàññìàò-

ðèâàåìûõ îáúåêòîâ. Âñå ýòî èëëþñòðèðóåòñÿ ïîäðîáíûì ðåøå-

íèåì òèïîâûõ çàäà÷ è ïðèìåðîâ. Äëÿ óñâîåíèÿ è çàêðåïëåíèÿ

ïðîéäåííîãî ìàòåðèàëà ïðåäëàãàåòñÿ çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî

óïðàæíåíèé, ñíàáæåííûõ îòâåòàìè, ÷òî äàñò âîçìîæíîñòü áûñò-

ðî ñîñòàâèòü ëþáûå âàðèàíòû êîíòðîëüíûõ çàäàíèé ñ ó÷åòîì

ñïåöèàëüíîñòè è óðîâíÿ ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ.

Â ïðèëîæåíèÿõ ïðèâåäåíû ýéëåðîâû èíòåãðàëû (áåòà- è ãàì-

ìà-ôóíêöèè), èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ óïðîùàåò è óñêîðÿåò âû-

÷èñëåíèå íåêîòîðûõ èíòåãðàëîâ, à òàêæå ïîäðîáíî èçëîæåíà

òåìà ¾Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèÿõ¿.

Äàííîå ïîñîáèå íàïèñàíî èñõîäÿ èç ëè÷íîãî îïûòà àâòîðîâ ïðî-

âåäåíèÿ çàíÿòèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó íà ôàêóëüòåòå

ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè Áåëîðóññêîãî ãîñóäàð-

ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.
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Íàñòîÿùåå ïîñîáèå áóäåò âåñüìà ïîëåçíî èíîñòðàííûì ñòó-

äåíòàì êàê ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè, òàê è ïðè èçó÷åíèè ðóñ-

ñêîãî ÿçûêà.

Àâòîðû âûðàæàþò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòàì �

ïðîôåññîðó À.È. Àñòðîâñêîìó, ïðîôåññîðó È.Ï. Ìàðòûíîâó è

ïðîôåññîðó À.À. Ãðèíþ çà âíèìàòåëüíîå ïðî÷òåíèå ðóêîïèñè è

öåííûå ñîâåòû, ïîçâîëèâøèå óëó÷øèòü ïîñîáèå, à òàêæå ñîòðóä-

íèêàì êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåí-

íîãî óíèâåðñèòåòà.

Ïî íàïèñàíèþ äàííîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ áûëà ïðîäåëàíà

îãðîìíàÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ ðàáîòà àâòîðàìè ñîâìåñòíî ñ äîöåí-

òàìè Íèëîì Ôåäîðîâè÷åì Íàóìîâè÷åì è Àäîëüôîì Ôåäîðîâè-

÷åì Íàóìîâè÷åì, áåçâðåìåííî óøåäøèìè èç æèçíè. Àâòîðû âû-

ðàæàþò èì îñîáóþ ïðèçíàòåëüíîñòü.

Àâòîðû



ÃËÀÂÀ1. ÔÓÍÊÖÈß ÄÂÓÕ
ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

1.1. ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ Â R2

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî R2 óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (x; y) äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà R2 íàçûâàþòñÿ òî÷-

êàìè ïëîñêîñòè Oxy.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M1 = (x1; y1) è M2 = (x2; y2) èç

R2 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ρ(M1,M2) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

Åñëè êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó (íîìåðó) n ïîñòàâëåí â

ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé ýëåìåíò Mn ∈ R2, Mn = (xn; yn), òî

ãîâîðÿò, ÷òî â R2 çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M1 = (x1; y1),
M2 = (x2; y2), . . . , Mn = (xn; yn), . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Mn) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè ñó-

ùåñòâóåò òî÷êà B(a; b) òàêàÿ, ÷òî

∀ε > 0, ∃ν(ε) > 0, ∀n ∈ N : n ⩾ ν(ε) ⇒ ρ(Mn, B) ⩽ ε,

ãäå ρ(Mn, B) =
√
(xn − a)2 + (yn − b)2.

Òî÷êó B(a; b) íàçûâàþò ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Mn)
è ïèøóò lim

n→∞
Mn = B èëè Mn −→

n→∞
B.

Ãåîìåòðè÷åñêè çàïèñü lim
n→∞

Mn = B îçíà÷àåò, ÷òî êàêóþ áû

ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè B íè âçÿòü, âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà, ïîïàäóò â ýòó ε-

îêðåñòíîñòü.

Òî÷êà M � ïðåäåëüíàÿ äëÿ ìíîæåñòâà E ⊂ R2 òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Mn) ðàçëè÷íûõ
òî÷åê èç E, ñõîäÿùàÿñÿ ê M. Â ëþáîé îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîé

òî÷êè ñîäåðæèòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà òî÷êà äàííîãî ìíîæå-

ñòâà, îòëè÷íàÿ îò íåå ñàìîé.
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Òåîðåìà 1.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Mn) = ((xn; yn)), Mn ∈
∈ R2, ñõîäèòñÿ ê òî÷êå B(a; b) ∈ R2 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn è yn ñõîäÿòñÿ ñîîò-

âåòñòâåííî ê ÷èñëàì a è b.
Ïðèìåð 1.1. Íàéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Mn) =

= ((xn; yn)), åñëè

xn =
2n3 − 3n+ 2

n3 + 1
, yn = n(

√
4n2 + 1− 2n).

Ðåøåíè å. Íàéäåì îòäåëüíî lim
n→∞

xn è lim
n→∞

yn :

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

2n3 − 3n+ 2

n3 + 1
=

=
[
2n3 − 3n+ 2 ∼

n→∞
2n3, n3 + 1 ∼

n→∞
n3
]
= lim

n→∞

2n3

n3
= 2,

lim
n→∞

yn = lim
n→∞

n(
√
4n2 + 1− 2n) =

=

[√
4n2 + 1− 2n =

4n2 + 1− 4n2

√
4n2 + 1 + 2n

=
1√

4n2 + 1 + 2n
∼

n→∞

1

4n

]
=

= lim
n→∞

n · 1

4n
=

1

4
.

Ñëåäîâàòåëüíî, lim
n→∞

(xn; yn) = (2; 1/4).

Îòìåòèì, ÷òî çàïèñü Mn −→
n→∞

B ðàâíîñèëüíà çàïèñè

(xn; yn) −→
n→∞

(a; b).

Ïðèìåð 1.2. Íàéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè(
n+ 1√
n2 + 1

;
n
√
3− 1

n
√
9− 1

)
ïðè n → ∞.

Ðåøåíè å.

lim
n→∞

n+ 1√
n2+1

=

(
∞
∞

)
=
[
n+1 ∼

n→∞
n,
√

n2 + 1 ∼
n→∞

n
]
= lim

n→∞

n

n
=1,
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lim
n→∞

n
√
3− 1

n
√
9− 1

=

(
0

0

)
=
[

n
√
9−1 = (

n
√
3)2−1 = (

n
√
3−1)(

n
√
3+1)

]
=

= lim
n→∞

n
√
3− 1

( n
√
3− 1)( n

√
3 + 1)

=
1

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, lim
n→∞

(xn; yn) = (1; 1/2).

1.2. ÏÎÍßÒÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÄÂÓÕ
ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ. ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÇÀÄÀÍÈß

Ôóíêöèÿ f : E → R, E ⊂ R2, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé äâóõ

ïåðåìåííûõ (Ô2Ï) è îáîçíà÷àåòñÿ z = f(x, y) èëè z = f(M).
Ìíîæåñòâî E ⊂ R2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì çàäàíèÿ ôóíê-

öèè. Ãðàôèêîì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) íàçû-

âàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Oxyz ñ êîîðäèíàòàìè

(x, y, f(x, y)), (x, y) ∈ E, ò. å.

Γf = {(x, y, z) : (x, y) ∈ E, z = f(x, y)}.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) ìîæåò

áûòü çàäàíà ñîîòíîøåíèåì F (x, y, z) = 0, ãäå F (x, y, f(x, y)) ≡
≡ 0. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ z = f(x, y) çàäàíà

íåÿâíî.

Ïðèìåð 1.3. Íàéòè ìíîæåñòâî çàäàíèÿ ôóíêöèè

z =
√
4− x2 − y2.

Ðåøåíè å. Ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî 4−x2−y2 ⩾ 0 ðàâíîñèëü-

íî íåðàâåíñòâó x2 + y2 ⩽ 4, òî ìíîæåñòâîì çàäàíèÿ ôóíêöèè

ÿâëÿåòñÿ êðóã ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â òî÷êå O(0; 0).
Ïðèìåð 1.4. Îïðåäåëèòü è èçîáðàçèòü ìíîæåñòâî çàäàíèÿ

ôóíêöèè

z =
1√

4− x2 − y2
.

Ðåøåíè å. Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå 4 − x2 − y2 > 0, ò. å.

x2 + y2 < 4, òî ìíîæåñòâîì çàäàíèÿ ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ êðóã

ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â òî÷êå O(0; 0) áåç ãðàíèöû (ðèñ. 1.1).
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Ïðèìåð 1.5. Îïðåäåëèòü è èçîáðàçèòü ìíîæåñòâî çàäàíèÿ

ôóíêöèè

z = arcsin
x

2
+
√
xy.

Ðåøåíè å. Ñëàãàåìîå arcsin
x

2
îïðåäåëåíî ïðè |x/2| ⩽ 1, ò. å.

− 2 ⩽ x ⩽ 2, âòîðîå ñëàãàåìîå îïðåäåëåíî ïðè xy ⩾ 0, ò. å.

à)

{
x ⩾ 0,

y ⩾ 0
è á)

{
x ⩽ 0,

y ⩽ 0

(ðèñ. 1.2).

6

-
x

y

O 2− 2

6

-
x

y

O 2− 2

Ðè ñ. 1.1 Ðè ñ. 1.2

1.3. ÃÐÀÔÈÊ ÔÓÍÊÖÈÈ ÄÂÓÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Oxyz ãðàôèê Γf ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê (î÷åíü ÷àñòî � ýòî ïîâåðõ-

íîñòü). Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, ãðà-

ôèêè êîòîðûõ çàäàþò ïîâåðõíîñòè.

1. Ñîîòíîøåíèå

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1, a ̸= 0, b ̸= 0, c ̸= 0,

â ïðîñòðàíñòâå Oxyz îïðåäåëÿåò ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ íàçûâà-

åòñÿ ýëëèïñîèäîì, ãäå ãðàôèê ôóíêöèè z = c

√
1− x2

a2
− y2

b2
ñîîò-

âåòñòâóåò ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà, ðàñïîëîæåííîé â ïîëó-
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ïðîñòðàíñòâå z ⩾ 0, à ãðàôèê ôóíêöèè z = −c

√
1− x2

a2
− y2

b2
�

÷àñòè ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà, ðàñïîëîæåííîé â ïîëóïðîñòðàí-

ñòâå z ⩽ 0 (ðèñ. 1.3).

2. x2 + y2 + z2 = R2 � ýòî óðàâíåíèå ñôåðû ðàäèóñà R, ãäå
ãðàôèêè ôóíêöèé z =

√
R2 − x2 − y2 è z = −

√
R2 − x2 − y2

ñîîòâåòñòâóþò âåðõíåé è íèæíåé ïîëóñôåðàì ñîîòâåòñòâåííî

(ðèñ. 1.4).

Ðè ñ. 1.3 Ðè ñ. 1.4

3.
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1, a ̸= 0, b ̸= 0, c ≠ 0, � äâóïîëîñòíûé

ãèïåðáîëîèä. Ãðàôèê ôóíêöèè

z = c

√
1 +

x2

a2
+

y2

b2

îòâå÷àåò âåðõíåé ÷àñòè, à ãðàôèê ôóíêöèè

z = −c

√
1 +

x2

a2
+

y2

b2
�

íèæíåé ÷àñòè ýòîé ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 1.5).

4.
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1, a ̸= 0, b ̸= 0, c ̸= 0, � îäíîïîëîñòíûé

ãèïåðáîëîèä. Ãðàôèêè ôóíêöèé

z = c

√
−1 +

x2

a2
+

y2

b2
è z = −c

√
−1 +

x2

a2
+

y2

b2
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îïðåäåëÿþò âåðõíþþ è íèæíþþ ÷àñòè ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëü-

íî ïëîñêîñòè z = 0 (ðèñ. 1.6).

Ðè ñ. 1.5 Ðè ñ. 1.6

5. Ãðàôèê ôóíêöèè z =
x2

a2
+

y2

b2
, a ≠ 0, b ̸= 0, � ýëëèïòè-

÷åñêèé ïàðàáîëîèä (ðèñ. 1.7).

6. Ãðàôèê ôóíêöèè z =
x2

a2
− y2

b2
, a ̸= 0, b ̸= 0, � ãèïåðáîëè-

÷åñêèé ïàðàáîëîèä (ðèñ. 1.8).

Îòìåòèì, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè z = xy � òàêæå ãèïåðáîëè÷å-

ñêèé ïàðàáîëîèä.

Ðè ñ. 1.7 Ðè ñ. 1.8
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